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Resumen
En este Trabajo de Final de Grado (TFG), se ha obtenido un me´todo eficiente para el
ca´lculo de integrales de acoplamiento en discontinuidades de gu´ıas de onda arbitrarias y
con mu´ltiples conductores. En primer lugar se ha realizado el desarrollo teo´rico que ha
permitido reescribir estas ecuaciones como integrales de l´ınea. Posteriormente, utilizando
una te´cnica de obtencio´n de modos basada en el Me´todo de los Momentos (MoM), se ha
aplicado la nueva metodolog´ıa y comparado con los me´todos actualmente existentes.
En resumen, con el desarrollo que se expone en las siguientes pa´ginas, se ha logrado
obtener un me´todo nuevo para el ca´lculo de las integrales de acoplamiento, que evidente-
mente, a la vista de los resultados que en el presente trabajo se exponen, es notablemente
ma´s eficiente que la te´cnica utilizada hasta la fecha por algunos programas de simulacio´n.
Resum
A aquest Treball de Fi de Grau (TFG), s’ha obtingut un me`tode eficient per al ca`lcul
d’integrals d’acoblament en discontinu¨ıtats de guies d’ona amb geometria arbitraria i
mu´ltiples conductors. En primer lloc, s’ha realitzat el desenvolupament teo`ric que ha
permet reescriure aquestes equacions com a integrals de l´ınia. Posteriorment, utilitzant
una te`cnica d’obtencio´ de modes basada en el Me`tode dels Moments (MoM), s’ha aplicat
la nova metodologia y comparat amb els me`todes anteriors.
En resum, amb el desenvolupament que s’exposa a les segu¨ents pa`gines, s’ha aconseguit
obtindre´ un me`tode nou per al ca`lcul de les integrals d’acoblament, que evidentment, a
la vista dels resultats que al present treball s’exposen, es notablement me´s eficient que la
te`cnica utilitzada fins a hui en dia per alguns programes de simulacio´.
Abstract
In this Degree Thesis (TFG), an efficient method has been obtained to calculate coupling
integrals for discontinuities of arbitrarily shaped waveguides with multiple conductors.
Firstly, a theoretical formulation has been performed in order to rewrite those equations
as line integrals. Next, and after using a numerical technique based on the Method of
3
Moments (MoM) for computing the modal chart of arbitrarily shaped waveguides, the
new technique has been applied to compute such coupling coefficients and compare it with
the techniques currently available.
In summary, with the technique proposed in the following pages, a new method for cou-
pling integrals calculation has been developed. As it is shown in the results of this Project,
the resulting method is noticeably more efficient and accurate than the techniques used
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El presente Trabajo de Final de Grado trata de exponer un me´todo eficiente que permita
una precisa obtencio´n de las integrales de acoplo en l´ıneas de transmisio´n con geometr´ıa
arbitraria.
Este trabajo se enmarca dentro del a´rea del ana´lisis electromagne´tico de estructuras de
microondas. Las te´cnicas de ana´lisis electromagne´tico actuales se pueden clasificar en dos
grandes grupos: discretizacio´n y modales [Pablo]. Ambas opciones presentan tanto incon-
venientes como ventajas que se describen brevemente a continuacio´n.
En primer lugar, las te´cnicas de discretizacio´n tratan, como su nombre indica, de dis-
cretizar las ecuaciones de Maxwell para posteriormente resolverlas. Estas te´cnicas son
aplicables a pra´cticamente cualquier estructura que se desee analizar, pero a su vez tienen
la desventaja de necesitar gran cantidad de recursos de computacio´n, puesto que son unas
te´cnicas que requieren de mallados exhaustivos de las geometr´ıas, lo que hace que sean
lentas, consuman mucha memoria y sus resultados no son muy precisos.
En el extremo opuesto se encuentran los me´todos modales. Estos se basan en descomponer
la estructura en bloques ma´s ba´sicos y caracterizarlos mediante los modos que por ellos se
propagan. Estas te´cnicas son muchos ma´s ra´pidas que las anteriores, pero tambie´n pre-
sentan una desventaja, y es que solo son va´lidas para ciertas estructuras muy concretas de
las cuales se pueden hallar los modos de manera eficiente (de forma nume´rica o anal´ıtica).
De los dos procedimientos descritos anteriormente, en este TFG nos centraremos en los
me´todos modales, ya que desde el punto de vista de su precisio´n y velocidad, son los ma´s
interesantes.
El objetivo de este trabajo es ampliar el rango de aplicacio´n de las te´cnicas modales,
implementando un me´todo que permita calcular de forma eficiente las integrales de acoplo
entre dos gu´ıas de seccio´n transversal arbitraria, ya que con los me´todos actuales su ca´lculo
es au´n muy lento.
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Cap´ıtulo 2
Obtencio´n de las ecuaciones de los
modos
El ana´lisis de onda completa de dispositivos pasivos de microondas mediante el uso de
te´cnicas modales, como es natural, requiere determinar previamente los modos de los
distintos elementos que forman la estructura. Uno de los elementos ma´s habituales en los
componentes de microondas son los tramos uniformes de gu´ıa de ondas. Consideremos
uno de estos tramos de gu´ıa, cerrado por paredes conductoras perfectas, con diele´ctrico
homoge´neo (de permitividad ele´ctrica  y permeabilidad magne´tica µ) y seccio´n transversal








Fig. 2.1: Gu´ıa homoge´nea de seccio´n transversal arbitraria S y con contorno ∂S, que
esta´ compuesta por varios conductores. Tambie´n se representa el sistema de coordenadas
utilizado, donde el vector zˆ apunta hacia el interior del papel.
Para determinar las expresiones de los modos de este tipo de gu´ıas bajo estudio, partiremos
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de las ecuaciones de Maxwell en un medio lineal, isotro´pico y sin fuentes [Pozar]:
∇×E = −jωµH (2.1a)
∇×H = jωE (2.1b)
∇ ·E = 0 (2.1c)
∇ ·H = 0 (2.1d)



































































































Teniendo adema´s en cuenta que se trata de una gu´ıa uniforme en z, la dependencia con
dicha variable sera´ en general de la forma e∓γz (siendo γ el denominado exponente lineal
de propagacio´n, donde el signo superior respresenta una onda que se propaga por la gu´ıa
segu´n +z y el signo inferior, una propagacio´n segu´n el eje -z). Este hecho nos permite
reescribir las expresiones anteriores en la forma:
∂Ez
∂τ
± γEτ = −jωµHn (2.2a)
−∂Ez
∂n








± γHτ = jωEn (2.2d)
−∂Hz
∂n






Combinando a continuacio´n las expresiones (2.2a) y (2.2e) podemos expresar Eτ y Hn en









































donde k = ω
√
µ es el nu´mero de onda. Por lo tanto, hemos obtenido como resultado
la expresio´n general de los campos ele´ctricos transversales en funcio´n de las componentes
axiales, que se pueden expresar de forma ma´s compacta como
Et = Ennˆ + Eτ τˆ =
1
γ2 + k2
(∓γ∇tEz + jωµ (zˆ×∇tHz)) (2.3a)
Ht = Hnnˆ +Hτ τˆ =
1
γ2 + k2
(∓γ∇tHz − jω (zˆ×∇tEz)) (2.3b)
siendo ∇t = nˆ∂/∂n + τˆ∂/∂τ , es decir, la parte del operador ∇ que afecta a las compo-
nentes transverales.
Las expresiones en (2.3) nos indican claramente que, una vez se determinan las com-
ponentes axiales Ez y Hz, es posible obtener el resto de componentes de los campos
electromagne´ticos. De hecho, los modos de una gu´ıa uniforme se clasifican en general
atendiendo a sus componentes axiales:
 Modos TM. Verifican Ez 6= 0 y Hz = 0, y por tanto su campo magne´tico es transver-
sal.
 Modos TE. Aquellos que cumplen Ez = 0 y Hz 6= 0, es decir, cuyo campo ele´trico es
so´lo transversal.
 Modos TEM. Simulta´neamente cumplen que Ez = 0 y Hz = 0, de modo que el
campo electromagne´tico es transversal.
 Modos h´ıbridos. Cuando existen las dos componentes axiales (Ez 6= 0 y Hz 6= 0).
En el caso de una gu´ıa uniforme con diele´ctrico homoge´neo, se puede demostrar que la
solucio´n modal completa que verifica las condiciones de contorno de la gu´ıa no requiere
de los modos h´ıbridos (y por tanto, esta´ compuesta por modos TM, TE y tantos modos
TEM como conductores ele´ctricos distintos formen la gu´ıa sin contar el exterior).
Pasamos a continuacio´n a desarrollar las soluciones para cada una de las familias de
modos que por tanto esta´n involucradas en nuestro problema.
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2.1 Modos TE
Los modos TE son aquellos cuya componente ele´ctrica axial es cero y la magne´tica es no
nula. Por tanto, para poder determinarlos es necesario obtener inicialmente la componente
axial del campo magne´tico. El primer paso consiste en aplicar rotacionales a un lado y
otro de (2.1b):
∇× (∇×H) = jω∇×E
y como ∇× (∇×H) = ∇ · (∇ ·H)−∇2H, tras aplicacio´n de las ecuaciones de Maxwell
(2.1c) y (2.1d), se obtiene directamente la ecuacio´n de ondas para el vector de campo
magne´tico H
∇2H +k2H = 0 (2.4)
De toda esta ecuacio´n de ondas, consideramos u´nicamente la parte asociada a la compo-
nente axial:
∇2Hz + k2Hz = 0
teniendo adema´s en cuenta que la estructura es invariante en la direccio´n del eje z, y
por tanto es separable en esta variable, es fa´cil verificar que la dependencia segu´n dicha
coordenada es en general de la forma e∓γz, siendo γ = α + jβ el exponente lineal de




+ k2Hz = ∇t2Hz + γ2Hz + k2Hz = ∇t2Hz + k2cHz = 0 (2.5)
donde kc es un para´metro denominado como nu´mero de onda de corte (y viene dado por
k2c = γ
2 + k2).
Como resultado, hemos obtenido la ecuacio´n de ondas para la componente axial del campo
magne´tico. A esta componente se le suele denominar potencial de los modos TE, ya que
a partir de cada solucio´n no nula de (2.5) se derivan todas las componentes de los campos
de un modo TE. Utilizando notacio´n de potenciales, por tanto, el p-e´simo modo TE se
correspondera´ con la p-e´sima solucio´n no nula (ordenadas de menor a mayor nu´mero de
onda de corte kc) del problema bidimensional en la seccio´n transversal de la gu´ıa:
∇2tϕTEp + kTEc,p
2
ϕTEp = 0 en S (2.6)











en funcio´n de que dicho contorno sea una pared ele´ctrica (PE) o magne´tica (PM), ya que en
el segundo caso las componentes de campo magne´tico tangenciales a la pared (como ser´ıa
Hz) deben anularse, mientras que para una pared ele´ctrica las que se deben desvanecer
son las componentes tangenciales de campo ele´ctrico (que, atendiendo a (2.3a) son pro-
porcionales a (zˆ×∇tHz) · τˆ = ∂Hz/∂n para un modo TE).
Una vez determinado dicho potencial, las expresiones de los campos axiales asociado al
p-e´simo modo TE con potencial ϕTEp (n, τ) y nu´mero de onda de corte k
TE
c,p sera´n en general








donde ATEp es una constante compleja (asociada a la fase y la amplitud del fasor del
modo), y el signo de la exponencial se corresponde con la direccio´n en la que se propaga
la onda del modo. Por u´ltimo, y mediante la aplicacio´n de (2.3) es inmediato construir


















































= k2 + γTEp
2
. Obse´rvese adema´s como las componentes tangenciales de los











siendo ZTEp = jωµ/γ
TE
p la impedancia de onda del p-e´simo modo TE de la gu´ıa.
2.2 Modos TM
Los modos TM son los contrarios a los TE, es decir, aquellos cuya componente magne´tica
axial es nula y la ele´ctrica no lo es. Por lo tanto, para poder determinarlos se sigue un
esquema similar al de los modos TE, y es necesario obtener en primer lugar la componente
axial del campo ele´ctrico. Si aplicamos rotacionales a ambos lados de (2.1a):
∇× (∇×E) = −jωµ∇×H
sabiendo adema´s que ∇ × (∇×E) = ∇ · (∇ ·E) − ∇2E y aplicando las ecuaciones de
Maxwell (2.1c) y (2.1d), se obtiene la ecuacio´n de ondas para el campo ele´ctrico E
∇2E +k2E = 0 (2.11)
De esta ecuacio´n de ondas vectorial u´nicamente consideraremos la parte relacionada con
la componente axial, es decir:
∇2Ez + k2Ez = 0
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Si tenemos en cuenta que la gu´ıa mantiene su seccio´n a lo largo del eje z, igual que en el caso
TE, se puede verificar que la dependencia en esa coordenada es de la forma e∓γz, siendo
γ = α + jβ el exponente lineal de propagacio´n. Utilizando esta dependencia, podemos




+ k2Ez = ∇t2Ez + γ2Ez + k2Ez = ∇t2Ez + k2cEz = 0 (2.12)
Finalmente hemos obtenido la ecuacio´n de ondas para la componente axial del campo
ele´ctrico. Esta componente, de forma ana´loga a lo que ocurria en los modos TE, tambie´n se
le denomina potencial de los modos TM. Utilizando la notacio´n de potenciales ya empleada
en el apartado anterior, podemos determinar la siguiente expresio´n para el potencial TM
en la gu´ıa de seccio´n arbitraria:
∇2tψTMp + kTMc,p
2
ψTMp = 0 en S (2.13)










en funcio´n de que dicho contorno sea una pared ele´ctrica (PE) o magne´tica (PM), ya
que en el primer caso las componentes tangenciales a la pared de campo ele´ctrico (como
ser´ıa Ez) deben anularse en la superficie de una pared ele´ctrica, mientras que para una
pared magne´tica las que se deben desvanecer son las componentes tangenciales de campo
magne´tico (que, atendiendo a (2.3b) son proporcionales a (zˆ×∇tEz) · τˆ = ∂Ez/∂n para
un modo TM).
Una vez conocida la forma de este potencial, se pueden deducir las expresiones de los
campos axiales asociados a cada modo TM con potencial ψTMp (n, τ) y nu´mero de onda de
corte kTMc,p , que resultan de la siguiente manera:








donde ATMp es una constante compleja que tiene en cuenta la amplitud y la fase del fasor
del modo y el signo de la exponencial se determina segu´n la direccio´n de propagacio´n de
de la onda del modo, igual que en el caso de los modos TE. Finalmente, tras aplicar (2.3),

















































= k2 + γTMp
2
. Definiendo la impedancia de onda del p-e´simo modo ZTMp =












Los modos TEM son aquellos cuyas componentes axiales tanto del campo magne´tico como
del campo ele´ctrico son nulas (Ez = Hz = 0). Si observamos las expresiones (2.3a) y (2.3b),
la u´nica manera de que puedan existir campos transversales no nulos es que γ2 + k2 = 0,
es decir, que kc = 0 y por tanto k = jγ. Para poder determinalos se parte, igual que
en el caso anterior, de la ecuacio´n (2.1a). Separando el rotacional en transversal y axial
obtenemos las siguientes expresiones:
 Para la componente axial obtenemos que: ∇z × Et = zˆ × ∂∂zEt = −jωµHt. La
variacio´n a lo largo del eje z volvera´ a ser nuevamente de la forma e∓γz, que en el
caso TEM se puede particularizar como e∓jkz, lo que permite expesar la componente





lo que indica que la impedancia de onda de cualquier modo TEM viene dada por
ZTEM = η.
 Por otro lado, para la componente transversal, obtenemos: ∇t × Et = 0. Por lo
tanto el campo ele´ctrico transversal deriva de potencial, es decir:
ETEMt = −∇tφTEM (2.19)
A continuacio´n buscamos la ecuacio´n diferencial para el potencial ele´ctrico φTEM. Como
se debe cumplir la ecuacio´n de Maxwell (2.1c), podemos decir que:
(∇t +∇z) ·ETEMt = ∇t ·ETEMt +∇z ·ETEMt = 0 (2.20)
y como el vector ∇z es axial, y por tanto ortogonal a ETEMt , tenemos:
∇t ·ETEMt = ∇t ·
(−∇tφTEM) = 0→ ∇2tφTEM = 0 (2.21)
siendo el operador ∇2t = ∂2/∂n2 + ∂2/∂τ2, es decir, la parte del operador laplaciano que
actu´a sobre las variables transversales.
Las condiciones iniciales de este caso se pueden encontrar a partir de las condiciones de
contorno que deben verificar el campo ele´ctrico tangencial y el campo magne´tico tangencial
a una pared ele´ctrica y magne´tica, respectivamente:
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Por lo tanto, los modos TEM se obtienen a partir de las soluciones no nulas del siguiente
problema asociado al potencial ele´ctrico:
∇2tφTEM = 0 en S (2.24a)










siendo Ncep el nu´mero de conductores ele´ctricos perfectos que hay en la gu´ıa.
A partir de la solucio´n de (2.24a) ,es inmediato obtener las expresiones de los campos:


























Desde un punto de vista pra´ctico, como los campos se obtienen a partir del gradiente del
potencial, lo realmente relevante es la diferencia de potencial entre los conductores ma´s
que su valor concreto. Por lo tanto, podemos tomar un conductor como referencia (que
denotaremos como 0, y que normalmente es el conductor exterior que encierra la gu´ıa), de
forma que el problema a resolver es:












donde lo lo´gico es que el conductor de referencia tenga una tensio´n igual a cero, es decir,
que este conectado a masa.
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El problema (2.26) tiene Ncep − 1 grados de libertad, y por tanto hay Ncep − 1 solu-
ciones TEM linelamente independientes entre s´ı. Una posible forma de generar una base
del espacio que definen los modos TEM es mediante la solucio´n de los siguientes problemas:













que dara´n lugar a Ncep − 1 soluciones linealmente independientes (ya que cualquiera de
ellas no se puede poner en te´rminos de las restantes, al no poder recuperar con estas
u´ltimas el potencial en los conductores de la primera). No obstante, el conjunto de solu-
ciones TEM {φ˜TEM1 , φ˜TEM2 , ..., φ˜TEMNcep−1} recie´n obtenidas no sera´n ortonormales entre s´ı.
Por dicho motivo, se les debe aplicar un proceso de ortonormalizacio´n de Gram-Schmidt
para generar una base ortonormal {φTEM1 , φTEM2 , ..., φTEMNcep−1}, que dan lugar a los Ncep−1
modos TEM que caracterizara´n la gu´ıa, y cuyos campos se determinara´n finalmente por
(2.25).
El proceso de ortonormalizacio´n requiere definir previamente el producto interior entre
dos soluciones TEM cualesquiera. Sean φˆTEM1 y φˆ
TEM
2 dos soluciones TEM arbitrarias
del problema (2.26), con campos ele´ctricos EˆTEM1 = −∇tφˆTEM1 y EˆTEM2 = −∇tφˆTEM2 .
Definimos el producto interior como:∫∫
S
EˆTEM1 · EˆTEM2 dS =
∫∫
S
∇tφˆTEM1 · ∇tφˆTEM2 dS (2.28)
aprovechando la identidad de Green (A.3) recogida en el Anexo A, y el hecho de que los
potenciales cumplen la ecuacio´n de Laplace (2.21) en la seccio´n transversal de la gu´ıa, este
producto se puede expresar como:∫∫
S
















La parte del contorno de ∂S que sea conductor magne´tico perfecto no contribuira´ a la
integral anterior en virtud de (2.23). Igualmente, en el conductor exterior (cuyo potencial
se ha fijado a cero para cualquier solucio´n TEM) dicha integral tambie´n sera´ nula. Por
tanto, la expresio´n se puede simplificar a:∫∫
S

















donde φˆTEM1,i denota el potencial en el conductor ele´ctrico i-e´simo de la solucio´n TEM con
campo EˆTEM1 , y que se puede sacar fuera de la integral al ser un valor constante en el
contorno ∂Si de dicho conductor de la gu´ıa.
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La expresio´n se puede simplificar au´n ma´s si tenemos en cuenta que el te´rmino dentro
del integrando esta´ asociado con la distribucio´n lineal de carga que produce la solucio´n
TEM con potencial φˆTEM2 , ya que
φˆTEM2
∂n
= ∇tφˆTEM2 · nˆ = −EˆTEMn,2 =
λTEM2

por aplicacio´n de la condicio´n de contorno del campo ele´ctrico normal a la separacio´n entre
un medio diele´ctrico y un conductor perfecto [Balanis]. Por lo tanto, podemos concluir
que: ∫∫
S















lo que indica que el producto interior entre dos soluciones TEM se obtiene sumando, a lo
largo de todos los conductores ele´ctricos perfectos interiores, el producto entre el poten-
cial creado por una de las soluciones TEM y la carga (dividida por ) que induce la otra
solucio´n en el conductor.
Tras aplicar una te´cnica de ortonormalizacio´n a una base de Ncep − 1 soluciones TEM
linealmente independientes, haciendo uso del producto interior (2.28) (que se evalu´a facil-
mente mediante la aplicacio´n de (2.29)), se obtendra´ como resultado un conjunto de modos
TEM {φTEM1 , φTEM2 , ..., φTEMNcep−1} cuyos campos ele´ctricos (transversales) sera´n ortonor-
males entre s´ı al verificar∫∫
S
ETEMi ·ETEMj dS =
∫∫
S
∇tφTEMi · ∇tφTEMj dS = δi,j (2.30)
hecho por el que tambie´n pasan a denotarse por eTEM, al ser versores (es decir, vectores
unitarios o con norma 1) transversales. De hecho, por ser ma´s espec´ıfico, tendremos:
eTEMi = −∇tφTEMi , i = 1, 2, . . . , Ncep − 1 (2.31)
dando lugar a la base de versores modales de campo ele´ctrico transversal en el caso TEM.
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Cap´ıtulo 3
Obtencio´n de las constantes de
normalizacio´n
En los modos TEM, el proceso de ortonormalizacio´n recie´n descrito proporciona directa-
mente los potenciales TEM, φTEMi , cuyos vectores de campo ele´ctrico transversal asociados
esta´n ya normalizados (eTEMi = −∇tφTEMi ), o lo que es lo mismo, verifican:∫∫
S
eTEMi · eTEMi dS = 1
Es importante que los vectores de campo ele´ctrico transversal de los modos cumplan esta
condicio´n, de cara a su posterior utilizacio´n en herramientas de ana´lisis modal de estruc-
turas electromagne´ticas. Sin embargo, en el caso de los modos TE y TM, los potenciales







2dS = 1 (3.2)
y sus campos ele´ctricos transversales asociados, segu´n (2.9b) y (2.16b), no estara´n ade-
cuadamente normalizados. Por dicho motivo, se debera´n determinar las constantes que
permitan, a partir de los potenciales TE y TM normalizados, obtener los versores eTE y
eTM de campo ele´ctrico transversal.
3.1 Modos TE
En primer lugar se hallara´ la constante de normalizacio´n de los modos TE. Para ello
forzaremos inicialmente que la proyeccio´n del versor de campo ele´ctrico transversal del
n-e´simo modo TE consigo mismo sea igual a la unidad:∫∫
S
eTEn · eTEn dS = 1
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donde cTEn es la constante de normalizacio´n a determinar:∫∫
S


















Utilizando (A.3) y teniendo en cuenta (2.6), es posible reescribir la expresio´n anterior de
la siguiente forma:∫∫
S



























































Como el contorno ∂S de la gu´ıa esta´ formado por paredes ele´ctricas y magne´ticas perfectas,
la segunda integral en la parte derecha de la expresio´n anterior sera´ siempre nula gracias
a la condicio´n de contorno (2.7). Por tanto, y tras aplicar la condicio´n de normalizacio´n
de los potenciales (3.2), podemos decir:∫∫
S






Como resultado de este procedimiento de normalizacio´n, finalmente se deduce que el valor
de la constante buscada es justamente el nu´mero de onda de corte del modo (cTEn = kc,n),
deducie´ndose finalmente la siguiente expresio´n para el n-e´simo versor de campo ele´ctrico







En segundo lugar, se calculara´ la constante de normalizacio´n para los modos TM. Para
ello se partira´, igual que en el caso anterior, forzando que el producto interior del versor
de campo ele´ctrico transversal del n-e´simo modo TM sea igual a la unidad:∫∫
S
eTMn · eTMn dS = 1
Atendiendo ahora a la relacio´n entre el campo ele´ctrico transversal de un modo TM y su
funcio´n potencial (ver (2.16b)), podemos decir que eTMn = −∇tψTMn /cTMn . Nos queda por






















Acto seguido, podemos emplear la identidad de Green (A.3) y, adema´s, teniendo en cuenta
(2.13), se puede volver a escribir la ecuacio´n anterior de la siguiente manera:∫∫
S


























































Por u´ltimo, podemos simplificar la expresio´n empleando la condicio´n de normalizacio´n de
los potenciales (3.2) y la condicio´n de contorno de los modos TM en conductores perfectos
(2.14): ∫∫
S






de donde obtenemos nuevamente que el valor de la constante para los modos TM vuelve
a ser su nu´mero de onda de corte (cTMn = kc,n), y por tanto:
eTMn = −∇tψTMn /kc,n. (3.4)
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Cap´ıtulo 4
Integrales de acoplo entre los
modos
En este apartado se calculara´n las integrales de acoplo entre los distintos modos en la unio´n
de dos gu´ıas de seccio´n arbitraria. Dicha integral so´lo se debera´ realizar en la seccio´n de la
gu´ıa ma´s pequen˜a de la unio´n, que es donde ninguno de los campos (es decir, ni el versor del
modo de la gu´ıa grande ni el de la gu´ıa pequen˜a) son ide´nticamente nulos. A la superficie
de dicha gu´ıa la denotaremos en este apartado por S y su contorno sera´ ∂S. Asumiremos
adema´s que dicho contorno estara´ formado exclusivamente por conductores ele´ctricos per-
fectos, al ser e´ste el caso que se encuentra en la pra´ctica. Finalmente, con los sub´ındices
b y s haremos referencia a los modos de la gu´ıa grande y la gu´ıa pequen˜a, respectivamente.
Teniendo en cuenta que existen 3 familias de modos en cada gu´ıa arbitraria homoge´nea
(TE,TM y TEM), deberemos hallar la solucio´n anal´ıtica de nueve integrales que represen-
tan todas los posibles combinaciones de modos entre dos gu´ıas de onda.
 TEb - TMs
En primer lugar expresamos el campo ele´ctrico normalizado en funcio´n de los po-
tenciales, a partir de la expresio´n (3.3) para los modos TE y (3.4) para los TM.∫∫
S





∇tψTMs · (zˆ×∇tϕTEb )dS
A continuacio´n, utilizamos (A.4) para simplicar la expresio´n, obteniendo:∫∫
S








dl = 0 (4.1)
ya que el potencial ψTMs se anula en ∂S por las condiciones de contorno del modo
TM recogidas en la expresio´n (2.14).
 TMb - TEs
En este caso el procedimiento sera´ similar a la integral de acoplo calculada con ante-
rioridad, es decir, en primer lugar expresaremos los campos ele´ctricos normalizados
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en funcio´n de los potenciales, utilizando para ello las expresiones (3.3) y (3.4):∫∫
S











∇tϕTEs · (zˆ×∇tψTMb )dS
donde se ha aplicado la identidad a · (b× c) = −c · (b× a) para obtener la u´ltima
igualdad. Este hecho permite obtener dos representaciones diferentes para la integral
a utilizar. Si ahora empleamos (A.4) para simplificar las expresiones anteriores,
podemos concluir que:∫∫
S

















lo que nos da dos formas diferentes de expresar la integral de acoplo, con el fin de
poder escoger la ma´s sencilla de calcular en una posible futura implementacio´n.
 TEb - TEs
Siguiendo el mismo procedimiento descrito en casos anteriores, se pueden expresar
los campos ele´ctricos transversales normalizados en funcio´n de sus potenciales y las
constantes de normalizacio´n atendiendo a (3.3):∫∫
S















∇tϕTEb · ∇tϕTEs dS
En este punto podemos utilizar (A.3) para reescribir la expresio´n y, tras la aplicacio´n
de las relaciones (2.6) y (2.7) asociadas al caso TE, es posible obtener:∫∫
S



















ϕTEb · ϕTEs dS
Finalmente tras emplear (A.9) y volver a hacer uso de la condicio´n de contorno (2.7),
podemos simplificar la expresio´n de la siguiente manera:∫∫
S

























 TMb - TMs
El procedimiento de resolucio´n sera´ similar al utilizado anteriormente, pero con
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las expresiones de los campos normalizados de los modos TM en funcio´n de sus
potenciales y constantes de normalizacio´n (3.4).∫∫
S





∇tψTMb · ∇tψTMs dS
Como la expresio´n resultante es ide´ntica a la del caso TEb − TEs pero las condiciones
de contorno TM son las duales al caso TE, hemos de emplear (A.3) tomando los
potenciales intercambiados, de forma que tras utilizar las condiciones de contorno
de los modos TM (2.14) se vuelve a anular la integral de l´ınea:∫∫
S



















ψTMs · ψTMb dS
Por u´ltimo, es posible emplear (A.9) y a continuacio´n hacer uso de nuevo de (2.14),
reduciendo la expresio´n a una u´nica integral:∫∫
S

























 TEMb - TEMs
Siguiendo el mismo esquema de resolucio´n descrito, escribimos de nuevo los campos
ele´ctricos normalizados en funcio´n de sus potenciales (2.31):∫∫
S
eTEMb · eTEMs dS =
∫∫
S
∇tφTEMb · ∇tφTEMs dS
Igual que en los casos anteriores, podemos utilizar (A.3) para reescribir la expresion
como suma de dos integrales:∫∫
S
eTEMb · eTEMs dS = −
∫∫
S







donde la primera de ellas se anula por aplicacio´n de (2.24a). Hay que tener presente
que intercambiando los vectores φTEMb y φ
TEM
s hubieramos obtenido un resultado
ana´logo, ya que ambos verifican la condicio´n de Laplace en la seccio´n transversal
S de la gu´ıa ma´s pequen˜a. Este hecho nos permite escribir la expresio´n final de la
integral de acoplo de dos formas distintas:∫∫
S













para que en una implementacio´n pra´ctica podamos escoger la que ma´s sencilla sea
de resolver.
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 TEMb - TMs
Nuevamente, empezamos por reescribir las expresiones de los campos ele´ctricos nor-
malizados en funcio´n de sus potenciales ((2.31) para el modo TEM, y (3.4) para el
modo TM): ∫∫
S





∇tφTEMb · ∇tψTMs dS
A continuacio´n, es posible utilizar la primera identidad de Green (A.3) para escribir
la expresio´n como suma de dos integrales:∫∫
S













dl = 0 (4.6)
que en este caso se anulan, teniendo en cuenta que el potencial de un modo TEM
verifica (2.24a) y por otro lado, el potencial del modo TM de la gu´ıa pequen˜a se
anula en ∂S en virtud de (2.14), al estar este contorno formado exclusivamente por
paredes ele´ctricas perfectas. Por tanto, el resultado de esta integral de acoplamiento
sera´ siempre cero.
 TEb - TEMs
En primer lugar, y al igual que en los casos anteriores, procedemos a expresar los
campos ele´ctricos normalizados en funcio´n de los potenciales. Para ello empleamos
(3.3) y (2.31) para los modos TE y TEM, respectivamente:∫∫
S











∇tϕTEb · (zˆ×∇tφTEMs )dS
donde de nuevo se ha aplicado la identidad a · (b× c) = −c · (b× a) para obtener
la u´ltima integral. Siendo as´ı posible reescribir la expresio´n por medio de (A.4) y
decir: ∫∫
S







ϕTEb dl = 0 (4.7)
Dicha integral se anula, ya que el potencial de un modo TEM es constante a lo largo
del contorno de los conductores ele´ctricos perfectos que limitan la gu´ıa en la que se
define.
 TEMb - TEs
Partimos otra vez expresando los campos transversales normalizados en funcio´n de
sus potenciales, (2.31) para el modo TEM y (3.3), para el modo TE. De esta forma,
y utilizando la relacio´n a · (b× c) = −c · (b× a), podemos expresar la integral de
acoplo buscada de dos formas diferentes:∫∫
S











∇tϕTEs · (zˆ×∇tφTEMb )dS
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A continuacio´n, se puede emplear (A.4) para volver a escribir cada una de las dos
expresiones anteriores en funcion de una integral de l´ınea. Como ya se ha visto en
caso anteriores, eso hace que la integral de acoplo a calcular se pueda escribir de dos
formas equivalentes, con el propo´sito de facilitar una futura implementacio´n pra´ctica
de la misma:∫∫
S

















 TMb - TEMs
En este u´ltimo caso seguiremos tambie´n el procedimiento empleado anteriormente,
es decir, en primer lugar escribiremos las expresiones de los campos ele´ctricos nor-
malizados en funcio´n de sus potenciales y sus constantes de normalizacio´n correspon-
dientes. En el caso del modo TM utilizaremos (3.4), mientras que para los TEM se
empleara´ (2.31): ∫∫
S





∇tφTEMs · ∇tψTMb dS
nuevamente podemos utilizar (A.3) para reescribir la expresion como suma de una
integral de superficie y otra de l´ınea:∫∫
S














De estas dos integrales, la de superficie se anula puesto que el potencial TEM verifica
la ecuacio´n de Laplace (2.24a) en S, quedando finalmente la integral de acoplo en
forma de una integral de l´ınea sobre el contorno de la gu´ıa pequen˜a:∫∫
S











Relacio´n entre potenciales y
cargas y corrientes superficiales
Las expresiones (4.1)-(4.9) obtenidas en el cap´ıtulo anterior permiten reducir el ca´lculo de
las integrales de acoplamiento entre los modos de dos gu´ıas arbitrarias a una integral de
l´ınea en el contorno ∂S de la gu´ıa pequen˜a, que involucran a los potenciales de los modos
(bien directamente, o bien a trave´s de sus derivadas en la direccio´n normal o tangencial
al contorno).
Por otro lado, el valor de los potenciales en el contorno de su gu´ıa, o bien alguna de
sus derivadas, se pueden relacionar con las cargas y las corrientes que hay en dicho con-
torno. En este apartado se van a deducir las expresiones ma´s relevantes que pueden ser
utilizadas, en el caso de que se conozcan dichas fuentes, para acelerar el ca´lculo de las
integrales de acoplamiento derivadas en el cap´ıtulo 4.
Para establecer dicha relacio´n, consideraremos las condiciones de contorno para el campo
ele´ctrico normal y el campo magne´tico tangencial (al ser los que esta´n asociados a las
fuentes) [Balanis]:
J = nˆ× (H2 −H1) (5.1a)
ρ = nˆ · (D2 −D1) (5.1b)
siendo nˆ un vector normal a la interfaz que va desde el medio 1 hacia el medio 2. En el
caso de que el medio 2 sea un conductor ele´ctrico perfecto y que el medio 1 sea lineal,
iso´tropo y homoge´neo con permitividad diele´ctrica , la expresio´n anterior se simplifica a:
J = −nˆ×H (5.2a)
ρ

= −nˆ ·E (5.2b)
que sera´n las que aplicara´n en nuestro caso. Veamos ahora la relacio´n entre potenciales y
fuentes para cada uno de los tipos de modos.
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5.1 Modos TE
Consideremos el caso del n-e´simo modo TE propagando a lo largo del eje z, y cuyo campo
ele´ctrico transversal sea estrictamente el fijado por el versor normalizado eTEn . Si tenemos
en cuenta que, en virtud de (2.9b), el campo ele´ctrico transversal que producir´ıa un campo
magne´tico axial HTEz igual al potencial ϕ
TE











y que por otro lado, la expresio´n del versor normalizado viene fijada por (3.3), es evidente
que el campo magne´tico axial que realmente tiene que haber en la gu´ıa para que el campo





La corriente que generara´ esta componente de campo magne´tico, segu´n (5.2a), sera´:




de donde se deduce que la relacio´n entre el potencial ϕTEn en el contorno y la corriente en









Si excitamos en la gu´ıa el n-e´simo modo TM de forma que su campo ele´ctrico transversal
se corresponda con eTMn , es fa´cil deducir ahora la expresio´n del campo magne´tico que hay












y una vez conocemos todo el campo magne´tico del modo (al ser un modo TM, no tendra´
componente axial), se puede deducir la expresio´n de la corriente por (5.2a):


















lo que permite tambie´n deducir la relacio´n entre ψTMn en el contorno y la corriente en













El u´ltimo escenario a considerar es el caso en el que el campo ele´ctrico transversal sea el
correspondiente al versor del n-e´simo modo TEM eTEMn . Esta situacio´n es sin duda la ma´s
simple, ya que por aplicacio´n directa de (5.2b) se deduce:
ρ

= −nˆ · eTEMn = −nˆ ·
(−∇tφTEMn ) = ∂φTEMn∂n (5.5)
por la relacio´n (2.31) existente entre el versor de campo ele´ctrico transversal y el potencial









El motivo para relacionar los modos TEM con la densidad de carga, y los modos TE y




Validacio´n pra´ctica mediante el
ca´lculo de la integral de acoplo
TEM-TEM en una gu´ıa coaxial
6.1 Introduccio´n
Para realizar la validacio´n pra´ctica del me´todo desarrollado a lo largo de este trabajo, se
ha escogido una geometr´ıa como la de la figura 6.1 que se muestra a continuacio´n.
(a) Vista en 3D. (b) Seccio´n transversal 2D.
Fig. 6.1: Vistas de la geometr´ıa a analizar.
Como se puede observar, la geometr´ıa escogida para la comprobacio´n consiste en una in-
terseccio´n de dos gu´ıas coaxiales, en las cuales el conductor exterior tiene en mismo radio
en los dos casos, mientras que en el conductor interior encontramos un cambio de radio
en la discontinuidad. En la primera gu´ıa, el radio del conductor interior es inferior al de
la segunda y por lo tanto, e´sta sera´ considerada la gu´ıa grande de la discontinuidad.
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La eleccio´n de esta geometr´ıa concreta no ha sido aleatoria, sino que se ha escogido ya
que es una de las pocas estructuras de las cuales podemos calcular su solucio´n teo´rica.
De esta manera, podemos comprobar las mejoras que el nuevo me´todo supone respecto
al anterior, ya que conocemos la solucio´n exacta y podemos analizar los errores de las las
tres soluciones (teo´rica, me´todo de proyecciones, me´todo de la integral de l´ınea).
A pesar de que este caso en particular tiene una solucio´n anal´ıta sencilla de calcular, se
tratara´ como si esta no fuese posible de hallar y se aplicara´n diferentes te´cnicas nume´ricas
para poder evaluar sus prestaciones, como se detalla en los siguientes apartados de este
trabajo.
6.2 Resolucio´n anal´ıtica












cuya demostracio´n se puede encontrar en [Pozar, ec. 3.153].
Aplicando la expresio´n (2.31) obtenida previamente, podemos deducir el versor de campo
ele´ctrico transversal para una gu´ıa coaxial de radios arbitrarios:










ln(b/a)/(2pi) para que el campo este´ convenientemente normalizado.
Consideremos ahora un caso como el considerado en este apartado (ver figura 6.1), donde se
tiene un salto entre dos gu´ıas coaxiales. Sean eTEMb y e
TEM
s los versores de campo ele´ctrico
transversal del modo TEM de la gu´ıa grande y la gu´ıa pequen˜a de la discontinuidad, re-
spectivamente. A continuacio´n calcularemos la expresio´n ana´litica de la integral de acoplo
entre ambos modos de dos formas diferentes: de forma directa a partir de los versores de
campo ele´ctrico y tambie´n a partir de la expresio´n equivalente con potenciales (4.5). Para
el primer caso tendremos:
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〈eTEMb , eTEMs 〉 =
∫∫
S








































































En el caso de la expresio´n con los potenciales, el desarrollo ser´ıa el siguiente:












































































Como se puede comprobar, (6.3) y (6.4) nos proporcionan el mismo resultado, demostrando
que las expresio´nes calculadas en el apartado 4 son correctas desde un punto de vista
teo´rico.
6.3 Resolucio´n nume´rica
6.3.1 Resolucio´n del problema TEM mediante el Me´todo de los Momen-
tos
En un caso general con geometr´ıa arbitraria, los modos TEM no tendra´n una expresio´n
anal´ıtica y se deben calcular de forma nume´rica. Para resolver en estos casos el problema
TEM (2.26), se propone seguir la te´cnica descrita en [Tarin]. Este procedimiento es una
te´cnica de ecuacio´n integral cuya inco´gnita sera´ la densidad de carga que se expande sobre
el contorno σ de todos los conductores que limitan la gu´ıa (exceptuando aquellas partes
que coincidan con las paredes del box donde se defina la funcio´n de Green de la ecuacio´n
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integral). Dicha densidad de carga inco´gnita se expandira´ en te´rminos de un conjunto de

















donde Ni es el nu´mero de funciones base consideradas en σi, es decir, la parte del contorno
del i-e´simo conductor de la gu´ıa que no coincide con el box. Las funciones bases han sido
elegidas como splines parabo´licos que satisfacen las condiciones de contorno apropiadas
en la parte del contorno σi donde han sido definidas. Adema´s, las funciones base esta´n
normalizadas de forma que sus integrales a lo largo de este contorno son iguales a la unidad.
Por otro lado, se ha tomado como funcion de Green la de un box rectangular que encierre












donde kboxc,m y ψ
box
m (r) representan el nu´mero de onda de corte y el potencial del m-e´simo
modo TM del box, respectivamente. La eleccio´n de un box de forma rectangular nos
permite tener expresiones anal´ıticas para los te´rminos anteriores. Sin embargo, no es con-
veniente evaluar (6.6) directamente ya que el te´rmino general de la serie converge muy
lentamente. En su lugar, se calculara´ de manera muy eficiente en el dominio transformado
por medio de la fo´rmula de la suma de Poisson [Cogollos]. La funcio´n de Green (6.6)
cumplira´ obviamente todas las condiciones de contorno en el box rectangular y adema´s
tendra´ en cuenta el efectos de sus paredes, lo que hace que e´stas no tengan que ser con-
sideradas a la hora de expandir la distribucio´n de carga inco´gnita.
El potencial ele´ctrico del modo TEM, por tanto, se podra´ expresar en te´rminos de la







g(r, r′)ρ(l′) dl′ (6.7)
que tras aplicar el Me´todo de los Momentos, en su variante de Galerkin [Harrington], da
lugar al siguiente sistema matricial:




′)uj(l′) dl′ dl (6.8)
donde f es un vector que contiene los potenciales ele´ctricos del conductor en el que se
encuentra cada funcio´n base, y b es un vector que contiene la amplitud de cada una de
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las funciones base.
Una vez se han calculado las amplitudes bn de las funciones base en las que se expande la
densidad de carga ((6.5)) tras resolver el sistema lineal de ecuaciones en (6.8), el campo
ele´ctrico del modo TEM se puede obtener como:






∇tg(r, r′)un(l′) dl′ (6.9)
Es interesante comentar que los elementos Li,i de (6.8) implican una singularidad en la
funcio´n de Green. Esta singularidad se comporta como:
g(r, r′) −−−→
r→r′
K lnR2 = K ln |r− r′|2 (6.10)
cuyo ca´lculo para arcos rectos, circulares y el´ıpticos puede realizarse empleando la te´cnica
descrita en [Cogollos].
Esta´ te´cnica de resolucio´n se deber´ıa aplicar para obtener las Ncep − 1 soluciones TEM
linealmente independientes asociadas a colocar uno de los conductores interiores con po-
tencial 1, y el resto a cero (2.27). Una vez determinadas estas solucio´nes, se aplicar´ıa
el procedimiento de ortogonalizacio´n de Gram-Schmidt descrito al final del apartado 2.3
para obtener un conjunto de modos TEM ortogonales y cuyos vectores de campo ele´ctrico
transversal esta´n normalizados.
6.3.2 Ca´lculo de la integral de acoplo mediante proyecciones
Supongamos que ya se han determinado los modos TEM de las dos gu´ıas arbitrarias que
forman la discontinuidad con la te´cnica recogida en la seccio´n 6.3.1. A continuacio´n vamos
a indicar las dos formas con las que habitualmente se calcular´ıa la integral de acoplo entre
dos modos TEM de ambas gu´ıas.
Una primera alternativa consistir´ıa en realizar una integracio´n nume´rica en la superfi-
cie de la gu´ıa pequen˜a, evaluando el campo de cada modo mediante la expresio´n (6.9).
Sin embargo, es una alternativa costosa computacionalmente, ya que al tratarse de una
integral de superficie, se deben evaluar los campos en una gran cantidad de puntos si se
pretenden obtener resultados precisos.
La otra opcio´n se basa en explotar una propiedad de la te´cnica nume´rica descrita en
la seccio´n 6.3.1, y es que e´sta permite obtener las integrales de acoplo de cada modo TEM
de la gu´ıa arbitraria con los modos TM de su box de forma muy eficiente. Veamos co´mo.
Empezamos aplicando (6.9) en la expresio´n general de dicha integral de acoplo:∫∫
S
eTEMp (r) · eTM,boxq (r) dS =
∫∫
Sbox












· eTM,boxq (r) dSbox (6.11)
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donde se ha extendido la integral en la gu´ıa arbitraria a todo el box ya que en su interior
(6.9) sigue siendo va´lida. Por otro lado, podemos aprovechar que el gradiente de la funcio´n















debido a la relacio´n (3.4) entre los versores de campo ele´ctrico transversal de los modos TM
y sus potenciales. Si ahora introducimos (6.12) en (6.11) y desarrollamos aprovechando
que los versores de los modos TM del box son ortonormales en su superficie, tenemos:∫∫
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logrando as´ı una expresio´n simple que permite calcular de una forma eficiente la integral
de acoplo entre un modo TEM de la gu´ıa arbitraria y cualquier modo TM de su box.
Si tenemos en cuenta que las integrales de acoplo entre un modo TEM de una gu´ıa pequen˜a
y un modo TE de una gu´ıa grande es igual a cero (4.7), las expresio´n (6.13) permite proyec-





〈eTEMp , eTM,boxm 〉eTM,boxm (6.14)
Por tanto, la integral de acoplamiento entre los versores de campo ele´ctrico eTEMb y e
TEM
s
correspondientes a modos TEM de una gu´ıa grande y una gu´ıa pequen˜a de forma arbitraria,
se puede expresar como:∫∫
S
eTEMb ·eTEMs dS =
∫∫
Sbox



















〈eTEMb , eTM,boxbm 〉〈eTEMs , eTM,boxsn 〉
∫∫
Sbox
eTM,boxbm · eTM,boxsn dSbox (6.15)
donde boxb y boxs hacen referencia al box empleado a la hora de obtener el modo TEM
de la gu´ıa grande y la gu´ıa pequen˜a, respectivamente, mientras que box en la expresio´n
anterior indica el ma´s grande de ambos. En el caso de que los dos box coincidan, es decir,
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boxs = boxb = box, por ortonormalidad de los versores TM de un gu´ıa, (6.15) se puede
simplificar a: ∫∫
S
eTEMb · eTEMs dS =
∞∑
m=1
〈eTEMb , eTM,boxm 〉〈eTEMs , eTM,boxm 〉 (6.16)
donde la integral entre modos de los box ha desaparecido, y se tiene una u´nica serie en
lugar de dos concatenadas, lo que permite acelerar el ca´lculo.
Aunque los te´rminos incluidos en las expresiones (6.15) y (6.16) se pueden obtener sin mu-
cho coste computacional, el problema principal es que no se puede calcular nume´ricamente
una serie infinita. Las series que aparecen en estas expresiones se tendra´n que truncar por
tanto a un nu´mero finito de te´rminos. Desafortundamente, para obtener resultados con
un nivel alto de precisio´n, el nu´mero de te´rminos que hay que considerar es habitualmente
muy alto (especialmente en el caso de modos TEM tratado en esta seccio´n). Esto hace
que incluso cuando se tiene el mismo box (6.16), esta forma de calcular las integrales de
acoplo entre modos de dos gu´ıas arbitrarias pueda resultar tambie´n ineficiente.
Por tanto, las te´cnicas nume´ricas actualmente disponibles para el ca´lculo de las inte-
grales de acoplo entre modos TEM de gu´ıas arbitrarias no parecen demasiado eficientes,
limitando la precisio´n y rango de aplicacio´n de las te´cnicas de ana´lisis modal [Conciauro].
6.3.3 Ca´lculo de la integral de acoplo mediante integrales de l´ınea
A continuacio´n se detallara´ el nuevo me´todo de la integral de l´ınea desarollado en este
trabajo. Para ello, al igual que en los casos anteriores, partiremos de que ya se han de-
terminado los modos TEM de las dos gu´ıas de la discontinuidad, como se ha visto en la
seccio´n 6.3.1.
Inicialmente, partiremos de la expresio´n (4.5) que se ha obtenido previamente. En este
caso escogeremos la primera de las dos posibilidades, es decir:∫∫
S







En este caso, teniendo en cuenta que las gu´ıas esta´n formadas por dos conductores, esta
integral de l´ınea deber´ıa separarse en dos integrales, una para el contorno exterior y otra
para el interior:∫∫
S













Cada una de estas integrales se debera´ tratar por separado. Primero nos centraremos
en la resolucio´n de la primera de ellas ya que, puesto que los contornos exteriores de las
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gu´ıas coindicen, este ca´lculo es el ma´s sencillo de los dos. Utilizando la expresio´n (5.6), es












dl = 0 (6.17)
que se anula al tener en consideracio´n (2.24b) y que en este caso el potencial del conductor
exterior es φTEMs = φ
TEM
b = 0
Posteriormente se realiza la integral interior, en esta situacio´n, al no coincidir los con-








Si tenemos en cuenta que, por (2.24b), el potencial en la gu´ıa pequen˜a es constante y






(∇tφTEMb · nˆ) dl (6.19)
Seguidamente, haciendo uso de la ecuacio´n (6.7), es posible relacionar la expresio´n anterior













· nˆ dl (6.20)
Despue´s, utilizando la expresio´n (6.5) y teniendo en cuenta que los te´rminos bn de la serie
































· nˆ dl (6.21)
donde N representa el nu´mero de funciones base.
Una vez hemos calculado las dos integrales, se puede determinar el valor de la integral de
acoplamiento de manera completa:∫∫
S















· nˆ dl (6.22)
Se puede comprobar observando la expresio´n anterior, que todos los valores se pueden
obtener con un coste computacional no muy elevado y que si se compara con la ecuacio´n
(6.15), la gran diferencia radica en que en la nueva integral no aparecen sumatorios de
series infinitas, por lo que a priori, la precisio´n sera´ mejor y ma´s eficiente.
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6.4 Verificacio´n pra´ctica
Para poder realizar la comprobacio´n del funcionamiento de este nuevo me´todo, se ha par-
ticularizado la geometr´ıa de la seccio´n 6.1, con unos valores concretos para los conductores
exteriores (b) y interiores (a), que se muestran en la siguiente gra´fica:
as bs ab bb
5 10 3 10
Tab. 6.1: Dimensiones de la gu´ıa de ejemplo
Como se hab´ıa mencionado previamente, los conductores exteriores tienen el mismo radio,
es decir, bs = bb = b. Con el fin de obtener una idea ma´s clara de las caracter´ısticas de la
estructura, se adjunta la siguiente imagen acotada con los dia´metros de cada uno de los
conductores:
Fig. 6.2: Seccio´n transversal de la estructura a analizar (en mm).
Una vez disen˜ada la estructura a simular, se ha realizado el ca´lculo teo´rico de la inte-
gral de acoplo cuyo resultado ha sido ITEO = 0.758759937327640 y, posteriormente se ha
obtenido esta misma integral empleando las dos te´cnicas expuestas en los puntos anteriores.
En el caso de dobles proyecciones, los resultados se han obtenido directamente ejecu-
tando el me´todo de BI-RME actual, desarrollado por el Grupo de Aplicaciones de las
Microondas (GAM) de la Universidad Polite´cnica de Valencia [Pablo]. Los ca´lculos se han
realizado variando la cantidad de modos en el box, es decir, la cantidad de modos que el
me´todo tiene en cuenta para realizar las aproximaciones. A continuacio´n se recogen en la
tabla 6.2 los resultados de esta ejecucio´n.
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Modos Seg. Grande Seg. Pequen˜a Integral de acoplo Error h
50 68 72 0.738325819472748 26.931
100 84 92 0.760886235686560 2.802
250 108 120 0.737667071046387 27.799
500 144 164 0.736069860685980 29.904
1000 192 216 0.745140580150969 17.949
1500 228 260 0.752479097476845 9.725
2000 260 296 0.752479097476845 8.278
2500 292 332 0.751554751965144 9.496
3000 312 356 0.750184591104940 11.302
3500 336 384 0.752672996136072 8.022
4000 360 408 0.752962316101133 7.641
4500 380 432 0.754465235074597 5.660
Tab. 6.2: Resultados me´todo de dobles proyecciones
Para realizar los ca´lculos empleando la nueva te´cnica que en este trabajo se desarrolla, se
ha partido de unos datos generados por el mismo me´todo de BI-RME y posteriormente,
mediante un programa realizado en MATLAB que implementa la expresio´n (6.22), se han
obtenido los resultados de las integrales de acoplo que se muestran en la siguiente tabla:
Modos Seg. Grande Seg. Pequen˜a Integral de acoplo Error h
25 60 60 0.758729056002308 0.041
50 68 72 0.758732336023381 0.036
100 84 92 0.758771448294180 0.015
150 92 104 0.758777101882864 0.023
200 104 116 0.758760189987750 3.330e-04
250 108 120 0.758760331766306 5.198e-04
500 144 164 0.758760649892778 9.391e-04
1000 192 216 0.758759736895170 2.642e-04
Tab. 6.3: Resultados me´todo de integrales de l´ınea
Con el fin de facilitar el ana´lisis de los datos obtenidos se ha realizado una representacio´n
gra´fica de los mismos. En este caso se han representado en las ima´genes de la izquierda
los valores de la integral de acoplamiento en funcio´n del nu´mero de segmentos en los que
se ha dividido el contorno de la estructura a la hora de representar la densidad de carga
inco´gnita, adema´s de mostrarse en rojo el valor teo´rico. En las gra´ficas de la derecha se han
representado los errores relativos en tanto por mil, calculados segu´n 1000×|ITEO−I|/ITEO,
donde I es el valor nu´merico de la integral.
En la figura 6.3, se pueden ver la informacio´n relativa al me´todo de dobles proyecciones,
donde se puede comprobar que la convergencia del me´todo es muy lento y el error es
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superior al 5h para el nu´mero de segmentos ma´s alto que se ha tenido en cuenta en las
simulaciones.
(a) Resultados para la integral de acoplo (b) Errores relativos para la integral de acoplo
Fig. 6.3: Me´todo de dobles proyecciones
A continuacio´n, en la figura 6.4 se recoge los resultados obtenidos para el nuevo me´todo,
donde se verifica que la convergencia de esta te´cnica es mucho ma´s ra´pida y que el error,
incluso para el menor nu´mero de segmentos que se han tenido en cuenta, se encuentra por
debajo del 0.05h.
(a) Resultados para la integral de acoplo (b) Errores relativos para la integral de acoplo
Fig. 6.4: Me´todo nuevo (integral de l´ınea)
Comparando los dos me´todos descritos mediante las tablas y figuras anteriores, se puede
observar como los resultados que se obtienen son mucho ma´s precisos con la nueva te´cnica,
y todo ello utilizando una menor segmentacio´n de la estructura, lo que repercute en un
menor consumo de recursos computacionales y una reduccio´n del tiempo. Se evidencia as´ı




7.1 Grado de consecucio´n de los objetivos
Este trabajo ha tenido como objetivo el desarrollo e implementacio´n de un me´todo que
permitiese caracterizar de manera eficiente y precisa las discontinuidades entre gu´ıas de
onda de seccio´n arbitraria y con mu´ltiples conductores.
En primer lugar se han obtenido de manera teo´rica, como se muestra en el apartado
4, unas expresiones que nos permitira´n calcular estas integrales de acoplo entre las difer-
entes familias de modos que nos podemos encontrar en la pra´ctica.
Posteriormente, empleando un ejemplo pra´ctico cuya solucio´n anal´ıtica se puede calcu-
lar, se han validado estas expresiones por comparacio´n de los resultados de la integral de
acoplo ma´s conflictiva, es decir, la de los modos TEM-TEM
Finalmente, y para este mismo ejemplo pero tratando las gu´ıas como si fueran arbitrarias,
se han comparado los resultados nume´ricos obtenidos por las te´cnicas existentes con los
calculados empleando la nueva metodolog´ıa desarrollada en este trabajo, con el fin de
verificar la mejora en cuanto a eficiencia y precisio´n de los resultados de la nueva te´cnica.
7.2 Ampliaciones futuras
En el presente trabajo se ha implementado tan solo una de las integrales de acoplamiento,
el caso ma´s conflictivo (TEM-TEM). En un futuro se deber´ıa seguir desarrollado las ocho
integrales restantes del cap´ıtulo 4 con el fin de poder obtener todas las integrales de acoplo
de manera ma´s eficiente.
Una vez completado el desarrollo que se mencionan en este trabajo, se deber´ıa integrar en
un co´digo como el desarrollado por el Grupo de Aplicaciones de las Microondas (GAM)
de la Universidad Polite´cnica de Valencia que permita extender el rango de aplicacio´n de
las te´cnicas de ana´lisis de estructuras electromagne´ticas mediante me´todos modales.
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AIdentidades matema´ticas
A.1 Identidades de Green 2D





(ψA) · nˆ dl (A.1)
Desarrollando la primera parte de la igualdad, podemos llegar a la siguiente expresio´n ma´s
general de la identidad de Green bidimensional:∫∫
S
[(∇tψ) ·A + ψ(∇t ·A)] dS =
∮
∂S
(ψA) · nˆ dl (A.2)
A.1.1 Primera identidad de Green
En esta primera indentidad se sustituira´ la variable A por funciones vectoriales de difer-
entes formas, en concreto, A = ∇tϕ y A = zˆ ×∇tϕ, obteniendo por tanto dos variantes
(la primera de ellas es la habitualmente denominada como primera identidad de Green,
aunque la segunda opcio´n, menos conocida, tambie´n es u´til en ciertos escenarios):
 Variante 1 → A = ∇tϕ∫∫
S
[(∇tψ) · ∇tϕ+ ψ(∇2tϕ)] dS =
∮
∂S







 Variante 2 → A = zˆ×∇tϕ∫∫
S
[(∇tψ) · (zˆ×∇tϕ) + ψ∇t · (zˆ×∇tϕ)] dS =
∫∫
S












A.1.2 Segunda identidad de Green
Para obtener esta segunda identidad se debe desarrollar la Primera identidad de Green
(A.3) dos veces, cambiando los dos poteciales, de forma que obtenemos:∫∫
S















Restamos las expresiones anteriores y obtenemos la denominada Segunda identidad de
Green: ∫∫
S












Otra identidad que ha resultado de intere´s para simplificar las integrales de acoplo es la
extraida de [Gentili, ec. 33] y cuya obtencio´n generalizada se detalla en este apartado. En
primer lugar se definen dos funciones f y g tales que:
(∇2t + κ2f )f = 0 (A.6)
(∇2t + κ2g)g = 0 (A.7)
Como se puede observar, son expresiones con la misma forma que la ecuacio´n de ondas
(2.4) y (2.11). A continuacio´n multiplicamos (A.6) por g y (A.7) por f , y restamos las
expresiones resultantes. Tra´s integrar ambos lados de la igualdad se obtiene:∫∫
S








Aplicamos (A.5c) a la parte derecha de la expresio´n y finalmente obtenemos que:∫∫
S
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